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M9.12. Mouvement d'un anneau sur un cerceau en rotation (I1).

1. Equation différentielle.
On éudie |'anneau A dans le référentiel Rc lié au cerceau.
Ce systéme est soumisa:
 son poids qui dérive d'une énergie potentielle de pesanteur Ep, qui a pour expression :
Ep, = —J' mg.di +Cte

Byp, =— /,%EHDA +Cto=—m g OA + Cte =— mgF cos (g + 'if') + Cte

Ep, =mghisin & + Cle

En prenant laréférence de cette énergie potentielle dans le plan Ox'y', on obtient :
Bp, =mghsin &

o alaréaction du cerceau qui netravaille pas dans Rc car €elle est, dans ce référentiel,
toujours normale au déplacement de I'anneau du fait de |'abscence de frottements.

o alaforcedinertie de Coriolisdont letravail est toujours nul.

o alaforce dinertie d'entrainement qui dérive d'une énergie potentielle Ep quel'on
détermine. Comme |e mouvement d'entrainement est un mouvement de rotatation
uniforme autour de I'axe OZ, on a:

p— —
Fie = muw*H.A
avec H projeté de A sur I'axe OZ.

—
Bp=— (Fie. dl + Cte

o
Ep=— fr»m HAJOA + Cte ——

W HAJ(OH + HA) + Cte

-

mwH A+ Cte
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et Bl
Bp=— fnm HAdHA + Cte =——
1
Bp=— 7w ‘R cos 2P + Cte

On choisit pour référence de I'énergie potentielle "centrifuge” la position de A pour laquelle
I'angle polaire est nul. D'ou :

1 1
Bp= imRZLuzlil — cos ) = Emﬁ!?tuzsin P

Comme le mouvement de I'anneau dans Rc est circulaire de centre C et derayon R son
énergie cinétique est :

Ec = L mRed?
2
L'énergie mécanique de M se conserve dans Rc et vaut :
1

Emzsz%i)Z+%mR2a>zsin2<I>+ngsinCD

En dérivant cette expression par rapport au temps on obtient I'équation différentielle vérifiée
par I'angle polaire :



iE ' '
T:ﬂ =mAPF +mAwFsinFcos P+ mgAdcos & =10

;5—|- (wzsin'ﬁ+%) cos@ =10

2. Positions d'équilibre.

L'énergie potentielle U du point matériel dans Rc sécrit :

U =%mR2a)zsin2®+ngsin®
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U=mKH sm-@(zm sin @ + R}

En dérivant par rapport al'angle polaire:

atl
5= mA cos @ (wisin &+ %]

Les positions d'équilibre correspondent aux extremums de lafonction U. Soit :

mAcoisd=0 = @:i%
a5 =" g
wzsin'i?-l—%:ﬂ = snd=— miﬁ = & = arcsin [ — Riz}ss'w} %

U

La stabilité des positions d'équilibre est liée au signe de la dérivée seconde de |'énergie
potentielle U par rapport al'angle polaire :

d’%}' 2 2 " 2 g ]
@=mﬁ (e cos 2@ — sin @}—ﬁsm@}
Pour :
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Cette position est une position d'équilibre instable et cela quelque soit la vitesse
angulaire.
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La stabilité de cette position dépend de la vitesse angulaire.
Pour :
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Pour :
f g a4
W E = ETE =)
En conclusion, suivant lavaleur de lavitesse angulaire du cerceau, ona:
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