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M 10.5. Pendule de Foucault.
Enoncé.

On considére un pendule simple constitué d'une massel otte A de masse m = 30 kg suspendue a
I’ extrémité inférieure d'un filin de longueur | = 67 m. L'autre extrémité est fixée en un point O; aune
hauteur égale al sur laverticale du lieu de latitude A.
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1. Déterminer I'équation vectorielle du mouvement.

o

—_

On noteralatension sous laformeT = T OllA .

2. Expliciter les égquations différentielles du mouvement dans la base du référentiel terrestre (R)
local e(O, Ux, Uy, Gz) , Oz étant la verticale ascendante et Ox |'axe local orienté vers|'est.
On notera:

Q lavitesse de rotation de la Terre autour de |'axe des poles,

0 lacolatitude,
=9,

En déduire que les équations différentielles du mouvement dans le plan horizontal sécrivent,
en négligeant les mouvements verticaux et en faisant certaines approximations :

X—2QycosO +w’x=0
¥+ 20%00S0 + 0’y =0

3. Résoudre le systeme d'éguations différentielles précédent par |la méthode complexe en
posantu = x+ jy, sachant qu'initillementx=x_,y=0,x=0,y=0.

4. En déduireladurée d'un tour complet du plan d oscillation de ce systéme.
Application numérique pour A = 0°, 1 =43°35' et A = 90°.
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M 10.5. Pendule de Foucault.
Corrigeé.

1. Equation vectorielle du mouvement.

On étudie le mouvement de masselotte A dans le référentiel terrestre (R) non galiléen qui est
soumise a:

+ sonpoids P=mg (laforce d'inertie d’ entrainement due au caractére non galiléen du

référentiel terrestre est incluse dans e poids de la massel otte A, cependant on ne tient pas
compte de I’ effet de cette force sur ladirection du poids, seul est pris en compte la
différence entre lavaleur du champ de pesanteur et celle du champ de gravitation)

OA

& latenson T =-T du fil

+ laforce d'inertie de Coriolis Fic = —2mQ AV ol vest lavitesse de lamasse dansle
référentiel terrestre.

Larelation de ladynamique s écrit :

ma=mg+T —2mQ AV

2.c_TOA

azé—— —20 AV
m

2. Equations différentielles du mouvement.

y A

On effectue la projection de I’ équation vectorielle du mouvement dans la base du référentiel
terrestre :

X |0 T X 0 X
y=40 ey y -—2Q4sn6 A%y
Z |-g z-I| cosO |z



x:-%lf—zg(zSine—ycose) (1)

j=—1Y_20%c0s0 (2)
m |

Zz—g—rT—n(Zl—_l)—ZQXsinQ (3)

Si I’on néglige les mouvements verticaux on a:
zr0—>2=0—->2=0
D’autre part :
g>> Q|
On obtient alors d’ apres (3) que T ~ mg
Dans |’ équation (1) leterme zsinf — ycoso est aors peu différent de —y cosé

Les équations (1) et (2) peuvent alors s écrire :

X= _% X+ 2Qycosf

y= _Ig y —2Q2xcosf

En posant o® = Ig on aboutit aux équations proposees dans |’ énonce :

X—2Qy cosO + w°x =0 (4)
¥+ 20%00S0 + 0’y =0 (5)

On peut remarquer qu’al’équateur ona 0 = % — cosf = 0et que |’ effet de laforce de Coriolis est

nulle compte tenu des approximations effectuées.

3. Résolution des équations différentielles.

Pour ce systeme d’ éguations différentielles coupl ées on utilise la méthode de |a variable complexe
en posant :

U= X+ jy
En effectuant |’ opération (4) + j(5) on obtient :

X+ jy—2Qyc0osO + 2 jOXcosO + X+ jo’y =0
Soit en fonction de la variable complexe :

U+ 2jQcosou+w?u=0

On recherche des solutions de laforme €™ avec r complexe ce qui conduit al’ équation
caractéristique :



r’+2jQcosor +w* =0
Le discriminant réduit a pour expression :

A'= [P0 cos’ 0 -0’ = |*(Q° cos’ 0 + o°)
Les solutions sont :

r=—jQcosé + jyQ? cos’ 0 + w?

Comme Q7 cos” 0 + w® ~ w’les solutions de I’ équation caractéristique peuvent s écrire :
r=—jQcoso+ jo

Lavariable complexe s écrit alors:
u= Aexp[ (- jQcosd + jo)t |+ Bexp[ (-jQcosd - jo)t ]

u

=exp(-jQt cos@)[ﬂexp( jot)+ Eexp(—jeot)]
u=exp(-jot cos@)[ﬂ(coswt +jsinet)+B(cosot - | sina)t)]
u=exp(-jot cos@)[(ﬂ+ E)coscot +j (K— ﬁ)sincot}

u=exp(-jt cosH)[CN: coswt + 5sincot]

Pour calculer les deux constantes d’ intégration on calcule dans un premier temps la dérivée
temporelle de la variable complexe :
f]:—chosGexp(—thcosH)[CN:coswt+[N)sincot]+exp(—thcos€)[—a)C~:sina)t+a)[N) coswt]
Commealadatet=00na:
u(t=0)=C=x,
U(t=0)==jQcosdC+wD =0
On obtient ainsi :
C=x,
D= jgxmcose
()

Et finalement :

U= X, exp(-jQt cos@)[coswt +j 9cosé’sinoot}
w

Le développement de la variable complexe U = x+ jy permet d’ obtenir par identification les
expressionsdex et dey :



u=x,[ cos(Qtcosd)— jsin(Qtcosd) | [coswt +j £ cosgsin wt}
w

(cos(Qt cose)+gcosesin(a)t)sin(§2t cosH)JJr

~ 1)

u=x_ o

j (—cos@sin(a)t)cos(ﬂt cos6) —cos( ot )sin(Qt cos@)j
0]

X=X, [cos(Qt cosf) + £ os0s n(wt)sin(Qt cos@)}
(0]

y=X_ [2 cosd sin(wt)cos(Qtcosd)—cos(wt)sin(Qt cose)}
()]

4. Calcul d’un tour complet suivant la latitude.

Leterme exp(—th cosd ) qui est présent dans I’ expression de |a variable complexe représente une

rotation du plan d’ oscillation du pendule autour de |’ axe vertica Oz avec une vitesse
angulaire—Q cosé .

Lapériode T de rotation de ce plan s écrit :

T 21 B 21

Qcosd QsnAa
T(A=0)=w Equateur
T(A=43°)=34,8h Paris

T(2=90°)=23h56min  Pole



