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M 4. Exercices. Corrigé.
M ouvement de particules chargées dans des champs électrique et
magnétique, uniformes et stationnaires.

M4.1. Accélérateur cyclotron.

1. Pour que le proton, de charge positive, soit accéléré dans le sens de I'axe Ox croissant, le champ doit étre
dirigé selon 4. Sa vitesse a la sortie des plagues s'obtient soit pas application de la loi de la quantité de
mouvement, soit par un bilan énergétique. La détermination de la durée de ce trongon nécessite la premiére
méthode, mais nous allons développer les deux.

» MiSE EN EQUATION PAR LA LOJ DE LA QUANTITE DE MOUVEMENT PROJETEE SELON OX

En l'absence de frottement, seule la force électrostatiqgue a un effet notable sur le proton : son poids est
négligeable devant cette derniere.

ilectrique _ F
Floene = €E

e mik =ef
a=xd,
Lz résolution de cette équation conduita:
2
Y:g = )2=£+D = x=£—E
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Dans |'expression de la vitesse, la constante d'intégration est choisie nulle car le proton est immobile  I'instant
initial. Dans 'expression de la position, elle vaut -d/2 car le proton part de O;. Le proton sort des plaques en

x=d/2alinstant t;:
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Le champ électrique uniforme est lié a la tension entre les plaques du condensateur par la relation U = £d. En
replacant cet instant dans I'expression de la vitesse, nous trouvons :

—xlt _ ek |2md _ |2deE _ [2eU
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» MISE EN EQUATION PAR LE THEOREME DE L'ENERGIE MECANIQUE

Choisissons 'origine des potentiels sur la plaque chargée négativement, en O.. Le potentiel sur I'autre plaque,
en O, vaut ainsi U. L'énergie potentielle du proton de charge e soumis au potentiel V est £, = eU, de sorte que
sa variation entre I'entrée et la sortie des plaques s'écrit :
A€, =E,(0,) - E,(0,)=0-eV
Dans le méme temps, |a vitesse de la particule passe de zéro a v; et la variation d'énergie cinétique s'écrit :
1
AE. =E.(0,)-E.(0)= Emvf -0

En I'absence de forces dissipatives, la conservation de I'énergie mécanique conduit a :

AE, +AE =0 = :—eU+1mvf:0 = v = 2
2 m

L= resultat est fort opportunément identique a celui obtenu par la loi de la quantité de mouvement, mais nous
ne disposons pas de la durée t;. Numériquement, nous calculons :

3 -19 . —27 2
v, = fw:ggzqos mes et (2106107 X001 ;04 100
16610 1,60.10" 5000

o L'approche énergétique permet de gagner du temps dans I'étude du mouvement en masquant la
dépendance temporelle. Elle n'est pas adaptées si I'on recherche précisément une durée.

2. Dans un champ magnétostatique uniforme, la
trajectoire d'une particule entrant perpendiculaire-
ment au champ est un cercle de rayon R; parcouru
avec une pulsation w (revoir cours, §4.3).
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Ce rayon est proportionnel & la vitesse de la
particule : si celle-ci augmente au fur et 8 mesure
des traversées du condensateur, le rayon aussi.

La pulsation, en revanche, ne dépend que de paramétres constants et sera la méme a chaque traversée de la
boite. La norme de la vitesse du proton est constante le long de cette trajectoire, de sorte qu'il revient sur la
plaque 2 avec une vitesse ¥, opposée a celle qu'il avait en entrant dans la boite. La durée du parcours se
déduit de la pulsation : elle correspond a une demi-période car le proton effectue un demi-tour :

: —27
=L defir=8E |, T mx166107 o600 |
2 w eB  160-107" x1 |
3. Le proton n'acquiert de la vitesse que dans la zone ol il est soumis au champ électrostatique. Chaque
traversée |ui permet d'augmenter son énergie cinétique de -A£, = el, soit, en notant n le nombre de traversée
du condensateur (n - 1 correspond au nombre de demi-tour effectués dans le champ magnétigue).
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4. Le rayon de la trajectoire circulaire effectuée dans une boite est proportionnel a la vitesse du proton :

Rn=mvﬂ i Rﬂ=ﬂ 2nel = R = 2mUn
eB eB\ m ] \ eB?

La taille du cyclotron limite ainsi le nombre de tour et la vitesse de sortie du proton :

= Vel eB’R* 160107 x T x1

= Ny = =2 = * _09639
2mU X 2mU 2x1,66-107% x5000

5. L'énergie cinétique acquise par le proton vaut :
E_, =nel=9639x160-10"" x5000 =7,71-10"" ] = 4,82 MeV

Avec une formule classique, la vitesse atteinte du proton a la sortie de I'accélérateur serait :
-19
v = 2nel i |l2><9639x1,60-10 » 5000 —9,64-10" m.s™"
Vm 166107

0 Cette vitesse représente 32% de celle de la lumiére, de sorte qu'un traitement relativiste s'impose. En
conservant la valeur de I'énergie cinétique acquise par la particule, le facteur relativiste y vaut :

2
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= y=14 ...E.C,.,.=}+ st =
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E.=(y- ‘l)mc

Il différe de l'unité de 5%, de sorte que la vitesse réelle est sensiblement inférieure a celle obtenue en
mécanique classique :

pm——— = v=c 1o =3,00-10° l-—— =9,28.10 m
v 105162




. La durée totale passée dans les boites de déflexion magnétique correspond au produit du nombre de demi- M4.2. E et B orthogonaux. Cycloide.

Bour par la demi-période : . oo s .
1. Equations différentielles.

Bty =nt, = 9639x3,26-10" =3,14.10°" 5 On étudie le mouvement de la particule dans le référentiel du laboratoire supposé galiléen. Ce systéme est

L= durée totale passée entre les plaques du condensateur se déduit de I'expression donnant la vitesse entre les soumis al’action de son poids et alaforce de Lorentz. On néglige cependant I’ effet du poids devant celui de
plagues. Nous supposons pour cela que les traversées successives du condensateur sont mises bout & bout : laforce électromagnétique. La seconde loi de Newton permet d’ écrire que :

eV mdv, _1,66-107 x10x9,28-10’ " F=ma=g(E+vnrb)

v,=—At, = A, = L= = =192.10" s

md el 1,60-107" %5000 , L. D .
L= durée totale du trajet dans le cyclotron est la somme de ces contributions : At = Atygy + Atue = 3,16:10% s, L* accélération s écrit dlors -
Bu cours du premier demi-tour, les durées passées dans le condensateur et dans les boites de déflexion sont i 0 x 0
Bu méme ordre de grandeur. Le temps passé entre les plaques diminue rapidement quand le proton prend de ; i= 7 E " +; yAE ]
|2 witesse, tandis que le temps passé dans les boites de déflexion reste constant : au final, 'essentiel de la durée P b 0 ; 5

Bu parcours est liée a la déflexion magnétique. La tension appliquée aux plaques peut é&tre pratiquement

peniodique : la synchronisation du champ électrique avec les passages successifs du proton n'est nécessaire On obtient le systeme d’ équations différentielles couplées suivant :
[ue pour les premiers tours. F=ap (D)

7. Pour accélérer le proton a cette méme vitesse avec un unique
pondensateur, il faudrait charger ce dernier sous une tension U’: y= i,_ﬁ,‘ —wx (2

i

E. —el = U'=nlU=9639x5000=4,82.10"V ._
o F=0 (=) e 9B
B Le cyclotron est un accélérateur de particule enroulé sur lui-méme : o= m
le champ électrique permet d‘accélérer les particules tandis que le

ghamp magnétique les confine dans une zone de taille limitée.

2. Equations paramétriques de la trajectoire

Les accélérateurs de particules (canons a électrons, cyclotrons, synchrotrons) canstituent une application L'équa[ion (3), compte tenu des conditions initiales, donne z = 0. Le mouvement s effectue dans le plan
importante des mouvements en champ électromagnétique. L'absence de frottement a I'échelle microsco- xOy.
pigue permet d'utiliser facilement le traitement énergétique. L’intégration de (1) fournit :

=y +£(0)

Comme la composante initiale de la vitesse suivant Ox est nulle on obtient :
r=my

On reporte ce dernier résultat dans I’ équation (2) et on obtient I’ équation différentielle suivante :
Pty = ki
L]

La solution de cette équation est :

¥= 4 7B+ Ccosad+ Detnag = R+ Ceos i+ Dsin ot

R

C et D sont des constantes d' intégration que |’ on détermine a partir des conditions initiales. En effet :
y(0=R+C=0-3C=-R

$(0)= Dw=0— D=0

On obtient finalement :

y=R{1-cosax)

Comme* = @ on a% = Kayl - cos a¥)

L’intégration de cette derniére équation fournit, en tenant compte des conditionsinitiales :
x= R(av—sin i)

3. Alluredelatrajectaire.

Pour déterminer I allure de la courbe, on dresse un tableau de valeurs :



0t 0 z " 3E 27
z 2 2
x 0 Sl=-2) TR 23z +2) 27 R
y 0 R 2R R 0
On limite I’ étude al’intervalle utilisé compte de la périodicité des fonctions utilisées.
vA
77777777 M vy o o
v 4
EA 2R
I® !
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[¢) v
t=0

4. Valeur delavitesse.

Lanorme du vecteur vitesse a pour expression :
1

v= Rm(2[1— cos ax ))5 =28msin %ﬁ

T
t=—
Aladate wlavitesseest égdea:
v=2Rar= ZE
B

5. Utilisation du théoréme de I’ éner gie cinétique.

¢
On applique le théoréme de I’ énergie cinétique entre lesdatesO et &:

1} u]
Zwnt = g 2R
Or: .
R
Har N
N v2=4(i)g(&):45_2
" m Bgl B
Finalement :
v:2£
2
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M4.3. Particule char gée dans une chambrea bulle.

1. En coordannées cartésiennes, les vecteurs cinématiques valent :

<

) £, %),

R
oM=|yld, = v=|pli, = d=|yd,
z

i, z)a, (Z)a,
I n'y a pas de support pour limiter le mouvement, de sorte qu'aucune simplification n'apparait lors de
I'étude cinématique. .
Les forces qui s'exercent sur la particule se calculent a partir du vecteur vitesse instantanée (et non de la vitesse
initiale, qui sert a déterminer les constantes d'intégration une fois les équations du mouvement résolues).

x| [0)a, (718,
Fmagnétigue __ = . B =magnétique __ . - [ magnétigue __ vl
P ™ =qi AB = Fo™ =gl y|A|0)0, = Fite® =gB|-x|\u,
. _ 0 ls
z| (B i, Ja,
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| X |i,

*fuide = *fuide | ol

frattement —ay = Ff’u."ﬂr:lwrr =0y U,
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z

La loi de la quantité de mouvement conduit & un systéme d'équations différentielles linéaires couplées :

mi = —a X +qBy
ma = s Flite = \mj =—a,y - qBs
mZ =-o.z
2. La résolution de I'équation portant sur la coordonnée z est directement possible et conduit, en utilisant la
notation proposée par I'énoncé, a:

(0] = A= = i=
avec z|0)=A=v,, = ZI=v,exp

T4z=0 = z'_—Aexp‘—i
| T

La constante d'intégration A est ajustée pour que la vitesse initiale soit correcte. Une seconde intégration fait
apparaitre une autre constante d'intégration C que nous déterminons de la méme maniére.

Z=-Tv, exp 1—exp

—LW—C avec z(0)=-1v,+C=0 = C=1v,, = Z=1v,

Le mouvement dans le plan Oxy est décrit par deux équations couplées qui se réécrivent en utilisant les
notations réduites :

[xs% wy=0 (1)
1T serésouten utilisant: u=x+jy = U=x+jy = U=X+y
[F+Lrwi=0 (2)
| T

La notation complexe proposée permet d'associer les deux équations en effectuant une combinaison linéaire :

(+3@) = (F+7)Hxrp)rolE-g) = arfiiola-o
(4 4g) + i+ )

g u g
Cette éguation admet une résolution analogue a celle effectuée pour z, mais la famille de solution admet
maintenant un argument et une constante d'intégration K complexe. Nous la déterminons en ajustant la valeur
initiale de la vitesse, nulle selon y :
A\

g..Kexpi—H—jw]tf avec L_i(U)..’vw-#jD > K=,
| )

ox

U= vmexpl—HA—jw‘t]
Vo 1]



. i \ L
X =v,, cos(wt .|exp| |
LR |\ T

_£|
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3. la position finale de la particule s'obtient en faisant tendre le temps vers l'infini dans les expressions de x, y

U= v, cos(wt |+ jsin{wt ) exp rl =

¥ =v,,sin(wt |exp

et z. Pour cette derniére, nous trouvons :

z, =limz=1v,,

Pour les coordonnées x et y, il est judicieux d'intégrer d'abord la vitesse complexe pour accéder a u avant
d'extraire les coordonnees.

- [ \
U =v, exp ! ‘jt.u|1‘§ = u= Yox ~exp| |-I } jm‘l‘ L
’ T 1] {1 . | (T J
d =+ jw ’
T /
A I'instant initial, la particule est en u = 0 soit :
¥ schémas pourg<0
ufo)=——Yo )0 = [= Yo ©8
S {1 ; ] |1 ) z
-+ juw — ;wJ
T | T
Ve P-4 4 v .
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La limite de cette expression en plus l'infini est la
constante L dont nous pouvons extraire xx et yr.

vue de dessus

Vou

limu=L = x +jy, =

.|
—+ Jw)|
T ]
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nple

ns du r nt couplées par ce produ mais peuvent

M4.4. Séecteur d’isotopes.

A

\/&fmdﬂo Abws -

Dows o nt ’guw«ﬂutémku«\ Ao e ipanss LN, e b e e o,
e X nomani sndi Lo M%M—‘LW”"\ :
< Vahon sl oy i b btk i ool inde pon L femunin
U=Va_vu>o0 ‘ :
o Vs e e Lo gt emn uann Ach W“"”“';Wk’;’ .
- o Vadkon duo sunlos Petauatia U.MA QMLMWVN\.{HAV'L .
Om Mk\\/\w s H/\va., AV wm&/\a. M\Lt.vAL
Lo 3 L = WF - oF £, v =g (U -vn) = qU'’

AN T NN

/\) (“M;‘:\ = dtld = (1'/("' 1050\/\,5‘.
t .

Ne G"'MJ\ = Nz d 10 !

_E M\u/('/\uw ok e b\L\\LJ\(ULQ )

\Qz_-. Ao nm’\‘ciova pcw\/v\/) C\ AN \»&«Q u{-’LJJC\ e obvwax.\ '\)N’L\Ckkl'/wxw .
LQ L&'\ e ‘\)?.udrczv\ I} uu)\l"vocw-/\ o Ao ol MADAE e

ﬂézmz(;>a 4

/w\; )
. { K=o NS w= N €
o {42 Ee T )4 __Et NPe | o L0 B+
AT o O
V= O =

%=° § = °

S ~3 \nc, V\LW =3 W«AJMWV MMM/\LM e WVW\W\ A e ko\éwh}h&,
ed st praciosle a'e :
(3 = _\. if‘ rx'

SIS LM

. l'u;\'cd. c»\\.L o e netie dan G olemo e _

U bou et de l’wp:«ia, POV CIVVITY /IR, MUAAMAMW/"M/ Arm ACAA wr

Nurrminn & onpovao mndun slod™ o i Aagi L[A«_Ar‘

Lu“}watu‘»cv\.l\ w’f‘m J\/\mt 9‘\»««/% U[Mﬁ' D\L%va\ L¢ owt. J.A_ANV\
Pouai.




d [ Pu N »\V\V\Pt\ut' _

LA \c‘,«/ﬁ« T ot b ddmiwie de b aic drowe e = ﬂ/ ‘o&wm Aan il sk
re Pcmr A pa AT waw L leans b ol Led ht&éui‘om_ ENVPTa
\ftvu.x,v\ e Aoz L { 50\\‘ . :

/)m/tnc ohan f.uwckma.ffm O | o\,\/C\w‘Y‘e,v\ i~ dw‘\f‘ { Q.W.,Kc“ oA
L;\ b\'—\étu’h_-ml ’

4% 4E
- 40 @

Ae LA q4€
. v : Adw - ,rmA:\T;ML' e —> ? ( > Q:— L .
Om PowrmoU/\ e é Vi ,ymovawfb\cmw_ a le \‘M\o\,\ U arw/\,\ng

dn : (VV\AA\‘lzN :
y [-—L Paw\f‘ AL pertae ol cmd\:mocﬂ_w 2N s V)ow\fvm/hwv\;\w S
C e w\‘ uﬁﬁ YV\OY\,.ALG.. bA/VV\ ﬂf\fr/wt\l@?.&_ AL‘M AAAN O_)I/\\AO.\ Luv'\’L nml.b%\u.m( - ol-L wﬁ ""\,»"«» k_u"‘rOuQ, o( o»J\'_ Lﬁ/) («.L’\utw Of-v’ll"
. i W= /L ! = i—E-— »Z ;
N i : S Sk Do 8 ;
‘_)) L - \.K‘%C"’\ 0'{-1/ L«-\ t\ b\ébu‘\r;’,u&, o BN AN y . . :
: . . . ’\/C . oo
-DMW\U\I\L/W\VA mc\\(\&b\w vf)u\/vw\bww\ /v\ma.yowt/\wk_ \/\p\k{_&‘& Cvawdz. 0;_E, JA(/»ML /\J‘LN:. (Z’O\U ) L% C;U\JWMLSA.
Ao rm o ma g P&V\‘Lt\t}w“aw \Unyuu.q.,w mgy\«. W Mlamgp Gt Al neJr: o ‘ M
ISR ooy WY\’\D(SVW»&L?: o\\——(ﬁ e T o o ‘cf;\;,W\ A Ol e Mg = £ E m =
tan Ll U‘YMQ\—M Ao &waw\

L1 e g
Azo\w 4 O’

°\ & !
s btvc'\u{’/\wmﬂ/\/)cto\% -
O Comnipont (P9 ou,u\ﬁ fud'.u) :

.y -\po;J\r‘oAL nelae V/J\" e /vv\’v;wdl VDCW\/\U-’) At Aemg =0 S0 =8 '
L/{ M‘/b\ow A L.L p‘\/\o-\t &\‘q;. L& m/téq, (»,\/{r
) N £l
3 p () = e i,r A le-t)edg
R o &C\O/BVL g ./L__’L"‘_‘_ . N Vyl_r _ QEL i
Ry PP T VAR A7 g {‘}\)’ B N"‘L( ) (%

p\i . ”W\‘M""’

K L\ O qf
"y ’W‘/k 01‘\0 ' 4—0(./ \_)/
: (-Q,N\MUL[AMQW o\/\tn :_L E,—Jé %_L).Q._I,_.Q_LU Cranng E:}.’_
R ‘ T N V’,k Lé.oU'( j%u" &
R\‘ - ﬁ‘_j L/-,!-_ | Y;W}‘ Ao S et A :
z oo A g = 1 U £ 1oL ( i
o ohu:zsx gy &N Ao 4= = __;L (- > i 0(0 Z%—lk .(ZL)
Glea - Vealswn s € | L ‘ ‘9-: 4oL (A
Lﬁo/\vwb n»v‘\’\/\.a.\,\MMO\ C“LLAA)L (./\(//) GLD\M la OVVLO\;A LOK‘FV’{VW%L"/\)
ﬂ(-bwﬂp\/\()mv\é s "‘ = e/k' '\3“/\(5
Liaen ©

Onn PM\'W\MW e VLL\N\JC\W\ oAy e \7\C~(\;(,J\fu\:{ a (e~

Nnelhe i Landlams Nz e/v"r(/c\ A o Lo ohimy Aty .

LQ_.O'LMV)cM b\\» a,l/v\db\{. N\L\pw o{Ov\L \peo &LALPVW e
: ’ ' oclemx o pruo N Acwn -
Eeng b= (g}ﬂu')y‘fs E=¢,6 10"V '




lD_ Ap,”’t\tub\o\/\ OKN\MMPW{‘AK -

Leve pan abo smmavsnde can o N, U dtane TN it s e s
| bo Mmoo L:, N - Fer comupanact b et i VempeFena pnn e

+M(L,M4§/-5_bxuwc = (5 Arn A ponstre T pas o O A nznto g
Aowo 13 N osnent per ca ponro (o m;,p@u{, et olome
ole M\.L;,’E\W {'ian \‘c pe W PN fvu:w‘,,




