a PCSI @ 19/20. Approfondissement. Série 2.

Stabilisation par champ magnétique.
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1. La particule est soumise a la force électrostatique F = —grad(qV), avec:
Vo, - > -
F =~ a—zo(xux +yu,—2zu,).

> >
Une position d’équilibre corresponda F = 0, Cest-a-direax = y = z = 0.

> >
Lorigine O est bien associée a une position d’équilibre (F (0,0,0) = 0).

Montrons que cet équilibre est instable. Il suffit ici de
constater que la particule est soumise, dans le plan xOy, a

s > M

la force F ,, telle que: r
= (Vo 5 o5 o "
= ol r =xu,+yu,. of %

Cette force a naturellement tendance a éloigner la particule de sa position d’équilibre

2qVy - .
52U, — presente

._)
ce qui traduit 'instabilité ; par contre la force selon Oz — F, =

un effet stabilisateur.
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2. a. A la force précédente, s’ajoute la force magnétique f,, = gqv A B.

= - e = .
Le champ B = Bju, étant dirigé selon Oz, la force f,, n’a aucune influence sur le mou-
vement selon z’z. La loi fondamentale de la dynamique donne, en projection sur Oz :

= 2qV i
mz = + ‘1202 = z+2(1)§z=0
a
-q)V
ot 'on a posé m; = ¢ q)20>0.
ma

Il s’agit du mouvement d’un oscillateur harmonique libre non amorti et de pulsation
caractéristique ) = ~2@,.

Soit avec des conditions initiales z(0) et z(0) :

z(t) = z(0)coswg t+ z((o(,))sinm(’, t
o

Ce résultat traduit également la stabilité de I'équilibre par rapport aux mouvements
selon z’z.
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2. b. La loi fondamentale de la dynamique s’écrit ici avec OM = 7 + zui,:
>
dv _ qVYy,> - > -
ma = - F(r —2zu,)+qv AByu,

soit en projection sur le plan xOy :

G e qVo> > -
m(xu,+yu,) = _a_zo r +qv AByu,
aVo . 4By
xX=-——x+—y
. ma m
ce qui donne :
i B, 9B
Y e
-9V -q)B
Et en posant @] = %) et @, = 8 %, on aboutita:
ma m
X= (Déx—(l)c}} e
) A . : ¢ systeme d’équations couplées (role de B ).
Y= (1)0}’+(0Cx

On cherche des solutions au systeme linéaire constitué par les équations (1) sous la
forme x(t) = x,e”" et y(t) = y,e?’. Reportant ces solutions dans (1) et (2) et sim-

2
Pixy = WyXy— O Py
plifiant par e”’, il vient : { , ’ Z ™ N
PYo = WpYo+ O PpX,
. { (P2 = 0)) %o + Oy = 0
soit encore :
- 0 pxo+ (p? — 005)y, = 0.



Il s’agit la d’un systeme de Cramer en x,, et y, paramétré par p.

(PP-®)  ©p
~0.p  (p2-wp)

On obtient (x,, y,) # (0, 0) pour = 0.

Les valeurs de p (dans C) sont donc solutions de I'équation :

(p? - p)* + @(p? = 0= | p*+ (07~ 205)p? + @y = 0

Notons p? et p? les racines correspondantes. Elles vérifient :
Py et p; p
o) 4 By D 2
pip; = ®y >0 et py+p; = 20, —
Deplus, A = (0} -20))2-40; = 0! -40l0; = 02(0 - 40]).
D’ou:
* pour A <0, ilvient p; = ot +iB et p; = o.—ip et par conséquent :

P, = (o’ +iP’) et p, = + (o’ —iP’);les solutionsen @ *P)* = @t IB" gyec
o > 0 divergeraient ce qui entrainerait 'instabilité.

« Pour A > 0, les racines en p? sont réelles et négatives puisque A > 0 assure égale-
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ment py +p; <0 (pyp; > 0 nous indiquant que les racines réelles sont de méme
signe). Dans ce cas, on a donc p, = *io, et p, = *io, ce qui correspond a des
solutions sinusoidales, donc bornées.

Pour assurer la stabilité de ’équilibre x = y = z = 0, il fautdonc quel’onait A > 0,
Cest-a-dire ® > 40, ce qui donne:

0. >20,= B, >= [— | (2)

Commentaires

=
* Le sens de B, ne modifie en rien la conclusion (changer z en —z et x en y n’affecte pas la
nature physique du probleme). On écrira donc la condition (2) sous la forme :

mV
B>/0
|"la(q)

*En presence du champ magnétique, ona toujours E, = E_+E_ = cste (laforce magné-

tique fm = q{f) A B ne travaille pas). Ainsi bien que le point O corresponde, pour le plan
qV,

x0Oy, a un maximum d’énergie potentielle (E (x, y,z=0) = —(x2 +y%), etq<0)la

force supplémentaire fm stabilise la charge g : dans ce cas, un maximum d’énergie poten-
tielle n’est donc pas nécessairement associé a une position d’équilibre instable... ‘



